
 
 
ÉNIGME  079.  
 
 Comment mesurer le diamètre d'une boule en bois, si on ne dispose que d'un compas, d'une règle 
hélas non graduée, d'une feuille de papier et d'un crayon ? 

On suppose que l'écartement maximal du compas est environ égal au rayon de la sphère, que la 
règle est suffisamment  longue et la feuille suffisamment grande. 





 
 
SOLUTION  79. 
 On partage les entiers de  1  à  20  en deux sous-ensembles quelconques de 10 éléments : 


    a1 < a2 < a3  < ….. < a10 ,    et b1 > b2 > b3  > ….. > b10. 
Montrer que         |a1  b1| + |a2 – b2| + |a3 – b3| + … + |a10  b10| = 100. 
 
Soit   A = { a1 ; a2 ; a3  ; ….. ; a10}  et  B = { b1 ; b2 ; b3  ; ….. ; b10} 
Parmi les 10 entiers inférieurs ou égaux à 10, il y en a  k dans A  et  10  k  dans B. 
Le nombre d'entiers de B supérieurs à 10 est égal à 10 moins le nombre d'entiers de B inférieurs ou égaux 
à 10 c'est à dire  10  (10  k) = k. On a donc la situation suivante : 
 


Entiers de A   10 Entiers de A > 10 


a1  a2 a3 …. ak ak+1  ak+2 ak+3 …. a10 


b1 b2 b3 …. bk bk+1 bk+2 bk+3 …. b10 


Entiers de B > 10 Entiers de B   10 


Ainsi : 
S  =  |a1  b1| + |a2 – b2| + |a3 – b3| + … + |a10  b10|   


S = (b1  a1 ) + (b2  a2)  + … + (bk  ak)   +  (ak+1  bk+1) + … + (a10  b10) 
S =  a1  a2 … ak  + ak+1 + ak+2 +…+ a10  + b1+ b2… + bk   bk+1  bk+2 … b10 


S = a1 + a2 …+ a10  + b1 + b2… + b10   2(a1 + a2 …+ ak  +  bk+1 + bk+2  +  …+ b10) 
 
Or   a1 + a2 …+ a10  + b1 + b2… + b10  est la somme des entiers de 1 à 20, et 
       a1 + a2 …+ ak  +  bk+1 + bk+2  +  …+ b10  est la somme des entiers de 1 à 10 donc : 


 S  =  100
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  CQFD. 


Remarque : on généralise facilement : 
 Si on partage les entiers de  1  à  2n  en deux sous-ensembles quelconques de n éléments : 
 a1 < a2 < a3  < ….. < an, et b1 > b2 > b3  > ….. > bn. 
Alors :  |a1  b1| + |a2 – b2| + |a3 – b3| + … + |an  bn| = n2. 
 


En effet :  2
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